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Uber das thermische Gleichgewicht
zwischen Strahlung und freien Elektronen.

Von W. Pauli j‘t., zurzeit in Kopenhagen.

(Eingegangen am 9, August 1923.)

Das thermische Gleichgewicht zwischen Strahlung und freien
Elektronen wurde unter Zugrundelegung der klassischen Elektro-
dynamik von H. A.Lorentz!) und Fokker!) untersucht mit dem
Resultat, daB nicht nur die Plancksche spektrale Verteilung der
Strahlungsenergie bei Anwesenheit eines Elektrons in einem Strah-
lungshohlraum nicht erhalten bliebe, sondern daB auch bei deren
kiinstlicher Aufrechterhaltung das Elektron im Strahlungsfelde nicht
den von der statistischen Wirmetheorie geforderten Betrag 8/;kT -
von mittlerer kinetischer Translationsenergie erhalten wiirde?). Man
konnte daraus den wichtigen Schlul ziehen, daf auch bei der Be-
schreibung der Wechselwirkung von Strahlung und freien Elektronen
die klassische Theorie versagt, obwohl wir es bei freien Elektronen
mit einem Fall zu tun haben, wo im Gegensatz zum Fall von Atomen
oder Planckschen Oszillatoren bei Abwesenheit des Strahlungsfeldes
von einer Anwendung der Quantentheorie anf die Bewegung des be-
trachteten Systems noch keine Rede ist. Und es entsteht nun das
Problem, einen quantentheoretischen Mechanismus der Wechselwirkang
von Strahlung und freien Elektronen zu finden, welcher der thermo-
dynamischen Forderung geniigt, daB Elektronen mit Maxwellscher
Geschwindigkeitsverteilung und ein Plancksches Strahlungsfeld mit-
einander im Gleichgewicht sein miissen.

1) H. A. Lorentz, Bericht iiber den Bolvay-KongreB in Briissel 1911; A. D.
Fokker, Dissertation Leiden, 1913; Arch. Néerl. (8a) 4, 879, 1918,

2) Die mittlere Translationsenergie des Elektrons ergibt sich in diesem Fall
@ @
1 1
2w 2w
nach Fokker gleich 34k T _’__.,_._‘.__ = 8,k T.0,0412.
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W. Pauli jr., Uber das thermische Gleichgewicht zwischen Strablung usw. 273

Bekanntlich hat nun Einstein?) in schr allgemeiner Weise einen
solchen quantentheoretischen Mechanismus fiir die Wechsclwirkung
zwischen Strahlung und materiellen Systemen, wie z.B. Atomen, an-
gegeben, Der Energieaustausch bei den Elementarprozessen wird
dabei als durch die Bohrsche Frequenzbedingung

, hv=E ) (1)
geregelt angenommen, worin E die beim Elementarprozef emittierte
(absorbierte) Energie und » die emittierte (absorbierte) Frequenz be-
deutet. Es werden dann weiter spontane Ausstrahlungsprozesse und
erzwungene positive und negative Einstrahlungsprozesse unterschieden,
die bzw. mit Aufnabme und Abgabe von Strahlungsenergie durch
das materielle System verbuuden sind. Die Haufigkeit-4 pro Sekunde
der Ausstrahlungsprozesse fiir ein im betreffenden Zustaude befindliches
System ist eine spezifische Eigenschaft der betrachteten Systeme,
wihrend die Haufigkeit B g, der Einstrahlungsprozesse der Strahlungs-
dichte @, bei der betreffonden Frequenz proportional angenommen
wird?). Die Koeffizienten A und B miissen dann stets im Verhiltnis

A
e = 0t V8
‘ 5 = (2)
zueinander stehen, worin o die universelle Konstante
' 8mh
®= c8- . (3)

bedeutet, damit im Planckschen Strahlungsfelde

ovs

Oy = 55— (4)
#T—1 :

und bei Maxwellscher Verteilung der verschiedenen Zustinde der
materiellen Systeme Gleichgewicht zwischen der inneren Energie der

1) A. Einstein, Phys. ZS. 18, 121, 1917.

2) Dabei sind der Einfuchheit halber die statistischen Gewichte im Anfangs-
und Endzustande des Prozesses als gleich vorausgesetzt. Im gegenteilicen Fall
sind die Wahrscheinlichkeiten der positiven und negativen Einstrahlungsprozesse
nicht gleich, sondern verhalten sich zueinander wie die genannten Gewichte.
In Gleichung (2) des Textes ist dann fiir B der Wahrscheinlichkeitskoeffizient
der negativen Einstrahlungsprozesse zu setzen. Ferner ist’ zu bemerken, dag
die im Text besprochenen Betrachtungen Einsteins nicht notwendig an die
Voraussetzung des Vorhandenseins von diskreten stationidren Zustinden des mate-
riellen Systems gebunden sind. Sie gelten unter anderem auch fiir solche Systeme,
denen wir bei den kontinuierlichen Spektren begegnen, wie z. B. fiir ein frejes
Klektron, das an einem Kern vorbeifliegt. Vgl hierzu H. A. Kramers, Phil.
Mag. 1923, im Druck befindlich.
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274 W. Pauli jr.

materiellen Systeme und der Strahlungsenergie vorhanden sei. Weiter
zeigte Einstein, da auch die Translationsenergie der Systeme als
Ganzes mit der Strahlungsenergie im Gleichgewicht ist, wenn man
annimmt, daB bei jedem ElementarprozeB zugleich mit der Energie E
ein linearer Impuls I" vom Betrage

|r|=§_—_"7” 1)

in einer ,zufilligen* Richtung auf das System iibertragen wird.
Wenn es auch vielleicht nicht berechtigt ist, von hier aus mittels
einer Anwendung der Begriffe der klassischen Elektrodynamik auf
das dem einzelnen Elementarproze8 entsprechende elektromagnetische
Feld endgiiltige Schlisse iiber die Natur der Strahlung zu ziehen?),
scheint es andererseits, im Hinblick auf die Notwendigkeit des ther-
mischen Gleichgewichtes auch der Translationsenergie mit der Strah-
lungsenergie, kaum moglich, die Annahme des Vorbandenseins des
RiickstoBes (I) in Zweifel zu ziehen.

Trotz der Allgemeinheit der Einsteinschen Uberlegungen fillt
der von uns betrachtete Fall des Gleichgewichtes zwischen Strahlung
und freien Elektronen nicht unter ihren Giiltigkeitsbereich. Es ist
nimlich eine wesentliche Voraussetzung dieser Betrachtungen, dal
die Kriafte zwischen den Teilchen (Elektronen, Kernen) des
materiellen Systems groB sind gegeniiber den Kraften des
duberen Strablungsfeldes?). Unser Fall zeichnet sich dagegen
gerade dadarch aus, dal die ersteren Krifte verschwinden und die
letzteren allein vorhanden sind. Dies hat zur Folge, daf spontane
Ubergange (bei Abwesenheit des Strahlungsfeldes) hier iiberhaupt
nicht stattfinden und daB wir nur die Translationsenergie der Elek-
tronen zu betrachten brauchen, da hier ja ein Analogon zur inneren
Energie der materiellen Systeme fehlt. Auch deshalb schien uns der
hier betrachtete Fall von besonderem Interesse.

Wir wollen nun den folgenden Betrachtungen diejenigen An-
nahmen iiber den Elementarproze8 zugrunde legen, die von Comp-
ton3) und Debye*) aufgestellt wurden, veranlaBt durch Experimente
des erstgenannten Autors, auf deren Diskussion wir hier jedoch
nicht eingehen wollen. Diese Annahmen sind eine natiirliche Verall-

1) N. Bohr, Z8. f. Phys. 18, 117—165, 1923; 8. 157, 164.

%) Vgl. N. Bohr, ebenda, 8.142.

3) A. H. Compton, Bull. Nat, Research Council Nr. 20, 8.10 (Okt. 1922);
Phys. Rev. 21, 483, 1923,

4) P. Debye, Phys. Z8. 24, 161, 1923.
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Uber das thermische Gleichgewicht zwischen Strahlung usw. 275

gemeinerung von (1) und (I) und besteben in folgendem. Wenn ‘ein

Strablungsquant
E=hv (1)

mit dem Impuls

E hv
=== )

auf ein Elektron mit dem Impuls

b
= ©
und der kinetischen Energie ;
) 2 2 1)
U= myc? 1+'@! = Tt (6)

mlct 11—
auftrifft, so kann das Quant hv in ein Quant kv, einer anderen
Frequenz verwandelt werden, dessen Impuls dem Betrage nach

wieder durch L gegeben ist, wihrend seine Richtung beliebig
¢ ¢

sein kann. Hand in Hand damit gebt eine Anderung der Geschwin-
digkeit des Elektrons, die durch den Impuls- und Energiesatz bestimmt
ist. Es mul} gelten G+ I=6+ 1—.1}

E4+U=E +T, (D)

worin @, I' und &,, I} vektoriell zu denken sind und der Index 1

die GroBen nach dem Proze8 bezeichnet, von denen U; und E, in

derselben Weise mit |®,| und |I}| zusammenhingen, wie gemaB (5)

und (6) U und E mit |@| und |I'|. Die Relationen (I), (II) und (6)
sind invariant gegeniiber Lorentztransformationen.

Fiir den praktisch wichtigen Fall, daB das Elektron zu Beginn

des Prozesses ruht, folgt aus den angegebenen Relationen, da8 v,

stets kleiner als ¥ oder héchstens gleich v ist und andererseits gréBer

5 v " s 5
ist als ————- Der Wert von v hingt dabei eindeutig ab vom

hv
1 +2mocﬁ

Winkel @ des Sekundirstrahles mit dem Primiarstrahl. Fiir Fre-

2
quenzen v, die hinreichend klein sind gegeniiber der Frequenz m;c ,

stimmt also fiir ein anfangs ruhendes Elektron », mit » praktisch
itberein.

[o]

1) Es bedeutet hierbei v die Geschwindigkeit des Elektrons, 8 — < Mo dessen

Ruhmasse, und es ist' die Energie des ruhenden Elektrons gleich mgc® gesetzt.
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276 W. Pauli jr.

Im betrachteten Falle, daf eine monochromatische Welle der
Frequenz v auf ein ruhendes Elektron auffillt, ist die Hiufigkeit
eines Elementarprozesses, bei dem der Winkel @ zwischen @ und
® 4 dO liegt, proportional dem zugehdrigen Elementarwinkel d £
= 27 8in ®dO und der Intensitit der einfallenden Welle. Der Pro-
portionalititsfaktor ist eine Funktion der zwei Verinderlichen ¥ und
@, von der wir zunichst nur wissen, daB sie (mit hv multipliziert)
im Gebiete langer Wellen in den Thomsonschen Ausdruck fiir die
gestreute Energie iibergehen muB, der bekanntlich proportional zu
1 + cos? ®

2
Compton und Debye verschiedene Ansiétze gemacht worden,
auf die wir teilweise im folgenden zuriickkommen werden. Fiir
unseren Zweck kdnnen wir sie jedoch unbestimmt lassen, denn wir
werden sehen, daB die Bedingung des thermodynamischen Gleich-
gewichtes dieser Funktion im betrachteten Fall keinerlei Beschrin-
kungen anferlegt. Wesentlich ist fiir uns nur die angenommene
Proportionalitiit - der H#ufigkeit der Prozesse mit der Intensitit der
einfallenden Welle im Falle, daB die einfallende Strahlung mono-
chromatisch ist.

und von v unabhiingig ist. Fiir diese Funktion sind von

Durch die Hiufigkeit der Prozesse im Falle des anfangs ruhenden
Elektrons ist gemil dem Relativititsprinzip dié Haufigkeit der Pro-
zesse im allgemeinen Falle des anfangs beliebig bewegten Elektrons
bereits mitbestimmt, und wir werden zuniichst in § 2 die Folgerungen
aug dem Relativititsprinzip fiir die Haufigkeitsfunktionen im allge-
meinen Falle diskutieren. Dabei werden sich insbesondere ‘einfache
Bezichungen ergeben fiir die Anderung des Wertes dieser Funktion,
wenn man die Werte der unabhingigen Variablen vor dem Elementar-
proze8 mit denen nach dem Elementarprozel vertauscht. Auf diese
Beziehungen gestiitzt, werden wir in § 3 die Bedingung fiir das ther-
mische Gleichgewicht diskutieren, die verlangt, daB jeder Elementar-
prozeB ebenso oft vorkommen muB wie sein inverser (der aus ersterem
durch Umkehr der Zeit entsteht). Wir werden zeigen, daf man zu-
néchst auf das Wiensche statt auf das Plancksche Strahlungsgesetz
gefiihrt wird, wenn man auch fiir eine nicht monochromatische ein-
fallende Strahlung an dem einfachen Ansatz festhilt, daB die Haufigkeit
der Elementarprozesse hv — hv, der spektralen Strahlungsdichte g, pro--
portional ist. Wir werden jedoch zeigen, daf man mit dem Planck-
schen Strahlungsgesetz in Einklang kommt, wenn man in einfacher
Weise eine Wechselwirkung von Wellen verschiedener Frequenz
postuliert.
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Uber das thermische Gleicbgewicht zwischen Strahlung usw. 277

§ 21). Das Verhalten der Impuls- und Energiegrofen (®, U),
(ILE) bei einer Lorentztransformation wird durch die folgenden
Formeln beherracht?):

r.-'g
T e? \ E—ol,
A - =TI, I,=1I, E =——-—- 7
G.— =T
= c? U—”©z
= —e——y @, =@ G =0, U=—=-=-2- (8
® f—p v yi—ps (®)

Wie bereits erwihnt, sind dabei E und I" sowie U und @ durch
die invarianten Relationen (I) und (6) verbunden, die wir schreiben

koénnen:
B Irp="T—Irr=0. ©)

5’7—|@'1'= T jop = me (10)
Aus diesen Relationen folgt zunichst, daB es zu jedem Elementar-
prozeB ein Normalkoordinatensystem gibt, in welchem die Impulse
von Strahlung und Elektron einander entgegengesetzt gleich sind.
Gemil (II) wird an diesem Sachverhalt durch den Elementarprozef
nichts geindert. Wenn wir in diesem Bezugssystem gemessene
GroBen mit dem Index O bezeichnen, soll also gelten: '

G+ =6 +Tf=0 (11)

Um dies einzusehen, bemerken wir, da nach (9) und (10)
E U
6+ < 6]+ < ZF

Also brauchen wir, um (11) zu erreichen, nur dle 2-Achse der Trans-
formation in die Richtung von @ 4 I" zu legen und in (7) und'(8)

_c|®+ I
¢ EFU
in diesem Normalkoordinatensystem. Zunichst ist hier die Frequenz
v, der Strahlung nach (5) und (6) gem#B (11) durch den Wert der
Geschwindigkeit vy =— ¢, des Elektrons bereits mitbestimmt, gemaf

hvy = ¢|@| = mpe? ——"— ’3" ﬁ (12)

1) Die Betrachtungen dieses Paragraphen lassen sich durch Benutzung der
vierdimensionalen Vektoranalysis wesentlich vereinfachen. Wir haben diese
jedoch in der Darstellung des Textes nicht verwendet, um dessen Verstindnis
auch solchen Lesern zu ermbglichen, die mit diesem Kalkiil nicht vertraut sind.

%) Vgl. z. B. Mathem. Enzykl. V, 19, Artikel iiber Relativitatstheorie, 8.641
und 674,

zu setzen. Betrachten wir nun den Elementarproze
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278 'W. Pauli jr.

Setzen wir ferner den nach (II) beim Elementarprozef unverindert
bleibenden Wert von

E+ U, = E} + U} = W, (13)
so wird durch W, >,—— .
1+ B, mo c?
mee? e = Wy, fo = —- - (14)
Vi—§ 1"1)’
‘ (moc2 1

f, durch Wo eindeutig bestimmt. Daraus folgt weiter: Im Normal-
koordinatensystem bleibt beim Elementarproze8 sowohl die Frequenz
der Strahlung wie der Betrag der Geschwindigkeit des Elektrons un-

verindert: vl = v, V= . (15)

Ein Energieaustausch zwischen Strahlung und Elektron findet hier
also nicht statt. Der ElementarprozeB besteht blo8 darin, daf die
stets entgegengesetzt gleichen Richtungen von Elektronengeschwin-
digkeit und Strablang im Raum sich #ndern. In diesem Sinne spielt
also bei den hier zugrunde gelegten Compton - Debyeschen An-
nabmen das Normalkoordinatensystem dieselbe Rolle wie in der klassi-
schen Theorie das Koordinatensystem, in welchem das Elektron raht?).

Weiter folgt, daB der durch den Elementarprozel bewirkte Uber-
gang von &, U, I, E in @, U,, I}, E, stets auch durch eine Lorentz-
transformation erzielt werden kann. Denn im Normalkoordinaten-
system geniigt hierzu eine riumliche Drehung des Koordinatensystems,
und die Aufeinanderfolge einer Lorentztransformation einer solchen
riumlichen Drehung und einer zweiten Lorentztransformation ist mit
einer einzigen Lorentztransformation Aquivalent.

Fragen wir nun nach den unabhiingigen Bestimmungsstiicken
eines Elementarprozesses, so sehen wir, dal die Angabe der Werte
der GréBen @, I' noch nicht ausreicht. Sobald wir aber noch die im
Normalkoordinatensystem gemessene riumliche Richtung der Elek-
tronengeschwindigkeit nach dem ProzeB relativ zu der Elektronen-
geschwindigkeit vor dem ProzeB angeben, die wir durch zwei rium-
liche Polarwinkel ®;, @, charakterisieren, so sind offenbar &, und I,
[ond daher nach (9), (10) auch E,, U,] eindeutig bestimmt, da nach
dem Obigen @ und I, aus @ und I" und ebenso &,, I'; aus &} und
I} folgt, und G, I't bei gegebenem @,, g, aus &, Iy berechenbar
sind. Wir wollen im folgenden stets &, I', @, ¢, als.unabhingige
Bestimmungsstiicke eines Elementarprozesses verwenden.

1) Ein #hnliches Resultat hat schon Compton, Phys. Rev., 1 c., abgeleitet.
Ein Analogon zu diesem Normalkoordinatensystem im Falle der Einsteinschen
Theorie ist bereits von E. 8chrédinger, Phys. Z8. 23, 301, 1922 angegeben.
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Uber das thermische Gleichgewicht zwischen Strahlung usw. 279

Dabei werden wir oft diejenigen Elementarprozesse betrachten,
fir welche diese GroBen innerhalb eines durch d®,, ... dI:, d@,,
d@, bezeichneten Spielraums gegeben sind. Fiir die Gesamtheit
dieser Prozesse werden die GroSen nach dem ProzeB ebenfalls in
einem differentiellen Bereich liegen, den wir durch d@®}, ... dI7, d@,,
d@o, bezeichnen. Insbesondere wollen wir hier nach dem Verhiltnis

3 “«
der ,Volumina AGardf,
und d®,drI; d}
vor und nach dem ProzeB fragen, worin zur Abkiirzung
d® = d®,d®,d®,, dr = il dlydl,, d8Q, = sin@,d@dp,

und analoge Bezeichnungen fiir die GroBen mit dem Index 1 gesetzt
gind. Zun#chst ist offenbar unabhingig von & und I’

A8y = A2}, (16)
so daB man @, @, als fest gegeben apsehen kann. Ferner ergibt
sich aus (7) und (8) mit Riicksicht auf (9) und (10) nach einfacher
Rechnung, daB fiir jede Lorentztransformation die Relationen gelten:

a® _d® adI" a4l
=== T = 17
UI, U ’ ‘ El .E ( )
Und mit Riicksicht darauf, dal pach .dem oben Gesagten auch der
Ubergang von (®, I') in (®,, I}) durch eine Lorentztransformation
erzeugt werden kann, erhilt man schlieBlich
d®,dI}dL}  d®dI'dQ
U, E, _ UE
Fiir .die mittlere Anzahl der hier betrachteten Elementarprozesse

pro Sekunde fiir ein Elektron im betrachteten Geschwindigkeits-
bereich konnen wir allgemein den Ansatz machen:

AN = FiI'dQ, (19)

(18)

worin F im allgemeinen von &, U, I, E, &,, U,, I}, E, sowie von das
aubere Strahlungsfeld beschreibenden GrofSen abhingen wird!). Da
die Anzahl von gewissen Elémentarprozessen in einer bestimmten
Zeit T' offenbar gegeniiber Lorentztransformationen invariant sein mubf,
transformiert sich d N umgekehrt wie die Zeit 7. Letztere trans-

I
V1i—pe

1) GemidB (I) ist die Abhingigkeit von ¥ und v, hierin bereits einge-
schilossen.

formiert sich aber bekanntlich wie , also nach (6) wie U.
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280 W. Pauli jr.

; L1 -
Der Ausdruck (1Y) transformiert sich also wie T und nach (17) folgt
hieraus

F'd®'dIMd8, = Fd® dI'd8&,. (20)
Nach (17) ist dies dquivalent mit
-
= — 21
F=vr D)

worin @ gegeniiber Lorentztransformationen invariant ist.

Weitere Schliisse iiber die Hiutigkeitsfunktion F' kénnen wir erst
zichen, wenn wir spezielle Annahmen iiber die Abhi#ngigkeit von F
vom HuBeren Strahlungsfelde machen, worauf wir im folgenden Para-
graphen eingehen werden. Hier wollen wir noch diejenigen invarianten
Funktionen @ und ihre Eigenschaften ermitteln, die von den das
#ubere Strablungsfeld beschreibenden GroBen ginzlich unabhingig
sind und nur von @&, U, I, E sowie von ®&,, U, I'}, E; abhingen.

Wie man auf Grund von (7) und (8) leicht nachrechnet, sind
zunichst

EU EU

Jy 2?—‘(@11) ZTI_“(@l I3), (22)
EU : ET,

hh=—"5— (&) =—73—O) (28)

spezielle Funktionen, die dieser Invarianzforderung geniigen. Die Gleich-
heit der beiden Ausdriicke in (22) sowie der in (23) folgt hierbei durch
Subtraktion der geeignet geschriebenen quadrierten Gleichungen (II)
voneinander mit Riicksicht auf (9) und (10). Im Normalkoordinaten-
system gehen die Invarianten J; und J, in einfache Funktionen von
v bzw. von v, und @, iiber. Andererseits kann offenbar jede gegen-
iiber Lorentztransformationen invariante Funktion von @, U, I} E, &,,
U,, I, E, im Normalkoordinatensystem nur von %, und &, (nicht
von @) abhingen. Daraus folgt unmittelbar, daB jede solche In-
variante als Funktion von J; und J, dargestellt werden kann. Die
Eigenschaft der gegeniiber Lorentztransformationen invarianten Funk-
tionen J; und Jy, daB sie auch invariant bleiben bei Vertauschung
der Werte der Variablen vor und nach dem ElementarprozeB, komint
daher auch allen anderen solchen Invarianten zu. Uberdies bleiben
sie auch invariant beim Ubergang zum inversen ElementarprozeB, der
aus ersterem durch Umkebr der Zeit entsteht und fiir den aunBer der
bereits erwahnten Vertauschung der Variablenwerte auch noch die
Vorzeichen der Impulse umznkebren sind. Die Invarianz gegeniiber
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Uber das thermische Gleichgewicht zwischen Strahlung usw. 281

Lorentztransformationen bringt also die anderen genannten Invarianz-
eigenschuften von selbst mit sich. Eine wesentliche Voraussetzung
dabei ist, daB die betrachteten GréBen nur von den in Rede stehenden
Variablen abhingen und nicht etwa auch von Variablen, die das
auBere Strahlungsfeld beschreiben.

§ 3. Wir sind jetzt geniigend vorbereitet, um das eigentliche
Problem, das wir uns anfangs gestellt haben, in Angriff nehmen zu
kénnen. Dieses konnen wir jetzt dahin formulieren, einen einfachen
Ansatz fir die in (19) auftretende Hiufigkeitsfunktion F' zu finden,
welcher der Bedingung geniigt, daB sich Elektronen mit Maxwell-
scher Geschwindigkeitsverteilung im Planckschen Strahlungsfeld im
statistischen Gleichgewicht befinden. Die statistische Gleichgewichts-
bedingung besagt allgemein, daf jeder ElementarprozeB im Mittel
ebenso oft vorkommt wie sein inverser, der aus ersterem durch Um-
kehr der Zeit entsteht. Bedeutet nd @ die Anzahl der Elektronen
in der Volumeneinheit, deren Impulsvektor & im hervorgehobenen
Bereich liegt, so lautet diese also:

Fnd®dI'd& = Fyn, d®,d T, d&,, (24)

wenn F; den Wert von F nach Vertauschung der Werte der un-
abhingigen Variablen vor dem ProzeBS mit denen nach dem Prozef
und umgekehrt und nachfolgender Vorzeicheninderung der Werte
der Impulse bedeutet. Wir werden nun fiir die Abhingigkeit von F
vom Strablungsfeld spezielle Ansitze machen und dann untersuchen,
fiir welches Strablungsfeld die Bedingung (24) erfiillt ist, wenn man
hierin gemif der Maxwellschen Verteilung einsetzt:
-z LA f
nim —e¢ FTie *T == ekT:¢kT1) (25)
worin die letztere Gleichung ans (1) und (II) folgt.
Die zunichst sich darbietende Annahme ist offenbar die Pro-
portionalitit von F mit der spektralen Strahlungsdichte g,:
F=A49,, (26)
welche ja nach dem in § 1 Gesagten gewill zutreffend ist fiir eine ein-
fallende Strahlung, die aus einer einfachen streng monochromatischen

Welle besteht. Wir wollen also nun die Konsequenzen der Annahme
von (26) auch fiir ein beliebig beschaffenes Strahlungsfeld verfolgen.

1) Dies gilt auch bei Beriicksichtigung der relativistischen Massenverdnder-
lichkeit .der Elektronen (vgl. z B. Mathem. Enzykl., L c., 8. 700).
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282 W. Pauli jr.

Da sich bekanntlich!) g, bei Lorentztransformationen ebenso trans-
formiert wie 23, folgt aus (21)

¥

A==,

UE*

worin ¥ bei Lorentztransformationen -invariant ist und aulerdem im

Gegensatz zur Funktion @ in (21) nicht mehr von den das Strahlungs-

feld charakterisierenden GroBen abhingt. Nach den Ergebnissen des

(27)

vorigen Paragraphen ist deshalb die erstere GroBe eine Funktion von

J, und J,, deren nihere Bestimmung fiir unseren Zweck nicht erforder-
lich ist?). Wir haben nur von der im vorigen Paragraphen be-
griindeten Relation

=1, (28)
Gebrauch zu machen. Aus dieser folgt gem#B (27) und (18) riickwirts:
Ard®dldQy, = A, v3d®,dI,dK,. (29)

Dividiert man (24) durch diese Relation, nachdem man (25) und (26)
substituiert hat, so folgt:
hy %,
& 7 — O ZT — const
3 v,8

oder
hvy

@» = const ¥3¢ T, (30)
Man erhilt also das Wiensche statt das Plancksche Strahlungs-
gesetz.

Dieses Ergebnis bedeutet, daf der Ansatz (26) fir die Hinfig-
keitsfunktion nicht allgemein giiltig ist und insbesondere, daB fiir
den Grenzfall, wo hv klein ist gegeniiber kT nicht der erforderliche
asymptotische Anschluf an die statistischen Resultate der klassischen

1) Vgl. z.B. K. v. Mosengeil, Berl. Diss,, 1806; Ann. d. Phys. 22, 867,
1907; A. Einstein. Phys. Z8, 1. c. .

2) Debye und Compton haben verschiedene Ansiitze fiir dieselbe gemacht.
Die einfachste Annahme, die derjenigen von Compton sehr nahe kommt,
ist wohl die, da8 im Normalkoordinatensystem die klassische Thomsonsche
Streuungsformel gelten soll. Fiir die Streuung von zu Beginn des Prozesses
ruhenden Elektronen ergibt sich dann dieselbe Abhiéingigkeit vor Winkel wie
bei Compton, jedoch ein kleiner Unterschied im Absolutwert. Die gesamte

1 :
S8chwiichung der einfallenden Strahlung ergibt sich als T _:_ 2Zmal kleiner als

der nach der Thomsonschen Formel berechnete (von » unabhiéngige) Wert, wenn

hv
mq c2
samtschwiichung im Gegensatz zu den bisherigen Erfahrungsergebnissen dieselbe
sein wie die auf Grund der Thomsonschen Formel berechnete.

x = bedeutet. Dagegen wiirde nach dem Debyeschen Ansatz diese Ge-
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Theorie erreicht ist. Betrachten wir deshalb, um za einer Verbesse-
rung des in Rede stehenden Ansatzes zu gelangen, diese Resultate
etwas ndher. Nach der klussischen Theorie tritt im ungeordneten
Strahlungsfelde neben derjenigen Wirkung der Strablang auf das
bewegte Elektron, dic als Summe der Wirkungen der einzelnen mono-
chromatischen Wellenziige der verschiedenen Frequenzen beschrieben
werden kann, noch eine andere Wirkung auf, die fiir das Strahlungs-
gleichgewicht wesentlich mitbestimmend ist. Die Strahlung mit einer
Frequenz zwischen ¥ und v 4- dv besteht aus einer Anzahl von Ele-
mentarwellen mit unregelmifig wechselnden Phasen und Frequenzen,
die zwar nahe gleich, aber nicht ganz identisch sind. Wie die Rech-
nung zeigt, fiihrt dies infolge des Mitschwingens des Elektrons im
Rhythmus der auffallenden Strahlung zu unregelmiBigen Schwankungen
der vom Strahlungsfeld auf das Elektron ausgeiibten Kraft, die aus
den Schwebungen der iibereinander gelagerten Riythmen der einzelnen
Elementarwellen der Strahlung entstehen. Dies gibt im Zeitmittel
AnlaB zu einer Absorption von Strahlung mit einer Frequenz zwischen
v und v+ dv, die proportional dem mittleren Quadrat der Impuls-
schwankungen des Elektrons ist und sich als proportional zum Quadrat
der spektralen Strahlungsdichte, das ist zu @,?% ergibt?).

Wir miissen also versuchen, in die quantentheoretische Hiufig-
keitsfunktion F auBer dem Term (26) noeh einen Zusataterm ein-
zufilhren, der ein Analogon zu diesen Interferenzschwankungen
der klassischen Theorie bildet. Wiirden wir nun diesen Zusatzterm
einfach proportional zu g,? setzen wie in der klassischen Theorie, so
wiirden wir keine Ubereinstimmung mit dem Planckschen Strahlungs-
gesetz erhalten. Wir wollen jedoch zeigen, daB man zum Ziel kommt,
wenn man ihn proportional setzt dem Produkt ¢,¢,, der spek-
tralen Strahlungsdichte bei den Frequenzen zu Beginn und
am Ende des Elcmentarprozesses. Das heillit, wir setzen

F= A9,+ Boy 9y, (g109)]
Dieser Ansatz bedeutet, daB der Elementarproze8 kv —> hv, Ofter
vor sich. geht, wenn sowohl Strablung der Frequenz v als auch
Strablung der Frequenz », vorhanden ist, als wenn nur die Strahlung
der ersteren Frequenz ¥ allein vorhanden ist. Diese Aussage muf dann
vatiirlich unabbiéngig vom Vorhandensein des thermischen Gleich-

1) Vgl. hierzu A. D. Fokker, 1 c., ferner A. Einstein und L. Hopf,
Ann. 4. Phys. 83, 1105, 1910, wo am Beispiel des Planckschen Oszillators
zum ersten Mal das Gleichgewicht zwischen Strahlungsenergie und Trans-
lationsenergie materieller Systeme auf Grund der klassischen Theorie be-
rechmet ist.
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zwischen Strahlung und freien Elektronen auch in der Quantentheorie
eine wechselseitige Beeinflussung von Strahlenbiindeln angenommen
werden muf, und zwar auch von solchen, die verschiedene Frequenzon
besitzen. Die Ausdriicke (III) und (IV) betreffend die Hiufigkeits-
funktion der Elementarprozesse konnen wohl als eine thermodyna-
mische Konsequenz der Compton-Debyeschen Grundannahmen (I)
und (II) angesehen werdenl). Obwohl ferner diese Annahmen selbst
vielleicht nicht streng thermodynamisch begriindet werden konnen,
diirfte sich doch kaum ein anderer quantentheoretischer Mechanismus
fir die Wechselwirkung zwischen Strablung und freien Elektronen
angeben lassen, der in so einfacher und natiirlicher Weise zum
Planckschen Strahlungsgesetz fiihre.

Wir mdchten endlich noch bemerken, daB es naheliegend ist,
einen dem Compton-Debyeschen Ansatz analogen auch fiir die
Streustrahlung anderer Systeme anznnebmen. So wird man dazu ge-
fithrt, schon bei der Streustrablung der Atome, wie wir ibr bei den
Dispersionserscheinangen im optischen Gebiet begegnen, nicht eine
strenge Erhaltung der Frequenz der Strahlung anzunehmen, sondern
die voranstehenden Formeln, in denen ja die Streuungsfunktion 4
unbestimmt blieb, mit der Ab#nderung als giiltig anzunehmen, daB
die Elektronenmasse my durch die Masse M des ganzen Atoms ersetzt
wird. Denn da hier durch die Strahlung kein Elektron aus dem
Atom entfernt wird, kann nur das Atom als Ganzes einen Riickstofl
erfahren. Dieser Umstand bringt weiter mit sich, daB hier fiir ein
anfangs ruhendes Atom der Unterschied von v und », so klein wird,
daB er innerhalb die durch die endliche Kohirenzlinge bestimmte Ge-
nauigkeit der Definition der Frequenz v der Strahlung fallt. Durch
die voranstehenden Betrachtungen ist gezeigt, daB bei Annahme eines
solchen Mechanismus die mit den Dispersionsphinomenen verkniipfte
Streustrablung mit dem Planckschen Strahlungsgesetz im Einklang
ist, ebenso wie nach der Einsteinschen Theorie die mit eigentlichen

hv hvy

1) Eliminiert man zunéchst &7 und &7 gemiB (4) aus (24) und (25), so
erhilt man leicht den allgemeinsten mit dem Planckschen Strahlungsgesetz und
dem Relativitdtsprinzip vereinbaren Ausdruck fiir F, der nur von der Strahlungs-
dichte bei den Frequenzen » und v; am Anfang und Ende des Prozesses, nicht
abér von derjenigen bei den dazwischenliegenden Frequenzen abhingt. Dieser
geht aus dem im Text angegebenen durch Multiplikation mit einer derartigen

Funktion von % und % hervor, deren Wert bei Vertauschung der Werte dieser

Variablen ungeindert bleibt. Von der Moglichkeit einer solchen Verallgemeinerung
von (1II), fiir die auch in der Binsteinschen Theorie ein Analogon besteht, diirfte
man jedoch in den meisten Fillen, wehn nicht @iberhaupt, absehen koénuen.
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Quantenspriingen verkniipfte Resonanzstrahlung, bei der die Reemission
der Strahlung erst nach der endlichen Verweilzeit des Atoms im an-
geregten Zustand erfolgt.

Es sei hier zum SchluB noch auf folgenden Umstand hingewiesen,
der dic Begrenznng der im voranstehenden durchgefiihrten Betrach-
tungsweise deutlich macht. Bei der Bebhandiung des Problems auf
Grund der klassischen Theorie wird die Bewegung der Elektronen
in eine erzwungene Schwingungsbewegung unter dem Einflu des
Strahlungsfeldes und eine translatorischer Bewegung zerlegt gedacht -
(in dem zuletzt besprochenen Fall der optischen Dispersionserschei-
nungen bezieht sich dabei die translatorische Bswegung auf das Atom
als Ganzes). In unseren quantentheoretischen Uberlegungen haben
wir allein die letztere Bewegung in Betracht gezogen, die fiir die
Energie- und Impulsbilanz malgebend ist. Einer siangemifen Be-
schreibung des quantentheoretischen Analogons zur erzwungenen
Schwingungsbewegung der klassischen Theorie stehen zurzeit noch
grofle prinzipielle Schwierigkeiten entgegen.

Kopenhagen, Universitetets Institut for teoretisk Fysik.

175



